Analiza Funkcjonalna

Bartosz Kwasniewski

Wyktad 14,15 i
Algebry Banacha i widmo /|,

pierscien + tacznosé

algebra = ( przestrzen liniowa + )
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Motywacja. Przestrzen liniowych operatoréw ograniczonych
B(X) na przestrzeni Banacha X jest algebra z mnozeniem
zdefiniowanym jako ztozenie operatoréw:

T,.S5€B(X) = ToSeB(X) oraz [[ToS| <|T|-I|SI

Co wiecej operator identycznosciowy 1 € B(X) jest jedynka w tej
algebrze: 10 T=Tol=T, oraz |1 = 1.

Def. Algebra Banacha nazywamy algebre A, czyli przestrzen
liniowa wraz z operaja mnozenia - : A x A — A, ktéra jest
dwulinowa i taczna, taka, ze A jest przestrzenig Banacha oraz
norma jest submultiplikatywna, tzn.

la- bl <lall - l[bll,  a,beA.

Jesli mnozenie w A posiada element neutralny, to nazywamy go
jedynka algebry i oznaczamy 1. Zaktadamy wtedy, ze ||1|| = 1.

Algebra A jest przemienna, jesli mnozenie w A jest przemienne.
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Prz. Algebry operatoréw ograniczonych na przestrzeni Banacha X

B(X) jest algebra Banacha z 1 (nieprzemienna jesli dim(X) > 1).
Kazda domknieta podalgebra A C B(X) jest algebra Banacha.

Prz. Algebry funkcji ciagtych na przestrzeni zwartej M

Przestrzen C(M) z norma ||a||oc = sup.cp |x(t)| jest przemienna
algebra Banacha z mnozeniem zdefiniowanym punktowo

(a- b)(t) = a(t)b(t), a,b: M—TF.
Funkcja tozsamosciowo réwna 1 jest jedynka w C(M).

Prz. Algebra z mnozeniem zerowym

Na dowolnej przestrzeni Banacha X mozna zdefiniowa¢ mnozenie
wzorem x - y := 0 dla x,y € X. Wtedy X jest algebra Banacha.
Jest to algebra przemienna bez jedynki (ekstremalny przyktad).

Od tej pory zaktadamy, ze

raziiavane nroes nac Aloaahrns Ranarha mara tedvnlal 3/12



Def. Zbi6r elementéw odwracalnych w A oznaczamy przez
Inv(A) :={a € A:3pca ab= ba=1}.

Jezeli a € Inv(A) i b € A spetniaja ab = ba =1 to piszemy
b = a=! i nazywamy go elementem odwrotnym do a.

Uw. Inv(A) tworzy grupe, ktérej elementem neutralnym jest 1 € A
al €lnv(A)oraz (a7!)™! = 3,

,be€lnv(A) =
? v(A) ab € Inv(A) oraz (ab)™! = bta™ L.

Prz. Jesli A = B(X), gdzie X to przestrzen Banacha, to
Inv(B(X)) = {T € B(X): T: X — X bijekcja}.

Prz. Jesli A= C(M), gdzie M przestrzen zwarta, to
Inv(C(M)) ={a € C(M): a(t) # 0 dla kazdego t € M}.
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Lemat Neumanna

Niech A bedzie algebra Banacha z jedynka 1 € A.

Vaea |la]l <1 = 1—ac€lnv(A)oraz (1—a) ! =Y a*

Dowdd: Niech |a|| < 1i potézmy S, = >\ _,a*. Dlam>n

mo o E
I1Sm=Sall = 11 D= aI < D a1 < Y Jall* = T I

k=n-+1 k=n+1 k=n+1
Czyli {S,}52, Cauchy w A. Zatem szereg > ;7 a* = lim,_« S,

jest zbiezny w A. Skoro ||a"|| < ||a||” — 0, to a” — 0 i stad

(1—-a)Y a"= lim(1—a) Y a*= lim Za S aktt
k=0 oo k=0 k=0

n—oo k—

= lim 1—a"" =1.

n—oo

Analogicznie Y a¥(1 —a) =1. Stad (1 —a) ! = > a~ |
k=0 k=0 5/12



Wn. {a€ A: |1 —a| <1} CInv(A).

Dowdéd: Jesli [[1 —al| <1, toa=1—(1—-a)<Inv(A). R

Tw. Dla kazdej algebry Banacha A zbiér Inv(A) jest otwarty w A i

odwzorowanie Inv(A) 3 a— a~! € Inv(A) jest rézniczkowalne.

Dowdd:

Def. Widmem (spektrum) elementu a € A nazywamy zbié6r

o(a) ={ eF:a— Al &Inv(A)}.

Prz. Widmo elementu algebry funkcji na przestrzeni zwartej M
Jesli A= C(M), to Inv(C(M)) ={a € C(M) :Vicma(t) #0}i
o(@a) ={NeF:Tiem (a—A1)(t) =0)}
={NeF: Jicm a(t) = A} = a(M).
Zatem widmo funkcji a € C(M) jest obrazem tej funkcji.
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Prz. Widmo operatora dziatajacego na przestrzeni Banacha X
Skoro Inv(B(X)) ={T € B(X): T : X — X bijekcja} to widmo
operatora T € B(X) wyraza sie wzorem

o(T):={\€F: T — Al odwzorowanie nieodwracalne na X}.

Czyli A € 0(T) < zachodzi ktérys z warunkéw:
@ T — Al nie jest injekcjg <= ker(T — A1) # {0} <—
deex\foy TxX = Ax <= ) jest wartoscig wlasng dla T.
@ T — Al nie jest surjekgja.
Jesli dim(X) = n < oo, to (a) i (b) sa réwnowazne i wtedy
o(T) =,zbiér wartosci wtasnych operatora T".

[

Ponadto mamy wtedy izomorfizm algebr B(X) = M, (F) oraz
Inv(M,(F)) = {T € My(FF) : det(T) # 0}. Zatem dla T € M,(F)

o(T)={A€F:det(T — A1) =0}.
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Niech F = C.
Tw. Widmo dowolnego elementu a € A algebry Banacha A jest

niepustym zbiorem zwartym oraz o(a) C {A € F : || < ||a]|}.

Dowdd: Dla funkeji F, : F — A, gdzie F,(\) := a — A1 mamy
F\o(a)={\€F:a—AlclInv(A)} = F, (Inv(A)).

Funkcja F; jest ciagta, a zbidr Inv(A) jest otwarty w A. Zatem
F;1(Inv(A)) jest zbiorem otwartym, a o(a) jest domknigtym w F.
Niech |A| > ||a]| > 0. Wtedy |A~la|| < 1 iz Lematu Neumanna

a— A= -\ (1-X1a) €lnv(A)
~N——
#0 €lnv(A)

Czyli A ¢ o(a). To dowodzi inkluzji o(a) C{A € F: |\ < |a]|}. W
szczegblnosci, widmo o(a) jest zwarte (domkniete i ograniczone).
Zat6zmy nie wprost, ze o(a) = 0. Wtedy Ry(\) = (a — A1)7! jest
funkcja zdefiniowang na catej ptaszczyznie zespolonej:

R,:C— A
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Ponadto funkcja R,;(\) = (a — A1)~! ma nastepujace wtasnosci:

@ R, jest rézniczkowalna, jako ztozenie funkgji rézniczkowalnych
Fa(\) =a— Al € Aoraz Inv(A) 2 b— bt € Inv(A).

@ R, zbiega do zera w nieskoficzonosci, bo dla |A| > ||a]| mamy

IR = ll(a = A1) M = 3ll(1 = Aa) 7 = 5l iol (A1)

I/\\—>00

0. Dla

1.1 _ 1
< Z IAall™ = 5 e = e

dowolnego funkqona’fu f € A*, na mocy 1), 2) funkcja
CoA—f(Rs(N)) eC

Jest rézniczkowalna w sensie zespolonym (a wiec analityczna) i znika w
nieskofczonosci. Zatem na mocy Twierdzenia Liouville’a funkcja ta
jest stata i réwna zero. Jako ze funkcjonaty z A* rozdzielaja elementy

A, otrzymujemy, ze Ry(A) =0dla A € C:
R,=0.

Ale zero nie moze by¢ elementem odwracalnym. W
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Def. Promieniem spektralnym elementu a € A nazywamy

= A
r(a) = max |\l f\ @
(Y \J\
r(a) to najmniejszy promien kota o(2) /
o $rodku w zerze, w ktérym /
zawarte jest cate widmo o(a). .

Tw. (Wzér Beurlinga-Gelfanda-Naimarka)

Promien spektralny elementu a € A wyraza sie wzorem

c 1 c 1
r(a) = inf |[a"[|» = lim [a%][>.

Dowdd: Niech A € o(a). Wtedy \" € o(a") i stad |A\|” < [|a"|| na
mocy Tw. Czyli |A| < ||a"||" i stad

r(a) < inf |a"||7 < liminf [|a"||7.
eN n—o0
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Zatem wystarczy pokaza¢, ze

lim sup Ha"||% < r(a).
n—oo

Przypomnijmy, ze C \ 0(a) 2 A — Ry(\) = (a — A1)7! € Inv(A) jest
rézniczkowalna. Zatem ktadac A :={A € C: |\| > r(a)} dla
dowolnego f € A* funkcja

C\A>3)X— f(Ry(N)) eC

jest holomorficzna, czyli posiada rozwiniecie postaci
o
F(RA(N)) =D _XaA™",  A€C\A,
k=1

gdzie A\, € C, n € N, s3 pewnymi ustalonymi wspétczynnikami.
Korzystajac z Lematu Neumanna, jesli |A| > | 4|, to

Ri(\) = (a— 1)t =—x(1-xta) ™
= AT (M ta) =30 A
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Stad f(Ra(N)) = D00, F(—a""1)A", czyli
Ap=f(=a""1), neN.

Zatem dla kazdego || > r(a) szereg

oo

:i/\n)\_":if(—a” Zf a" A"
k=1 n=1

jest zbiezny. W szczegélnosci ciag {f(a™"1A"")}22; jest zbiezny do
zera. Skoro zachodzi to dla dowolnego funkcjonatu f € A*, to ciag
{a"1A7"}o0 | jest stabo zbiezny do zera, a wiec ograniczony na mocy
Twierdzenia Banacha-Steinhausa. Zatem

r(a) < |\l = 3o Vaen [[2"A7|| <M
1 1 . 1
= Vnen [|a"[|» < M|\ = limsup,,_, [|a"[|» < [A].

Stad lim sup||a”||% < r(a). [ ]
n—oo
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