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Wykªad 14,15

Algebry Banacha i widmo

algebra ≡
(

przestrze« liniowa +

pier±cie« + ª¡czno±¢

)
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Motywacja. Przestrze« liniowych operatorów ograniczonych
B(X ) na przestrzeni Banacha X jest algebr¡ z mno»eniem
zde�niowanym jako zªo»enie operatorów:

T , S ∈ B(X ) =⇒ T ◦ S ∈ B(X ) oraz ‖T ◦ S‖ ¬ ‖T‖ · ‖S‖

Co wi¦cej operator identyczno±ciowy 1 ∈ B(X ) jest jedynk¡ w tej
algebrze: 1 ◦ T = T ◦ 1 = T , oraz ‖1‖ = 1.

Def. Algebr¡ Banacha nazywamy algebr¦ A, czyli przestrze«
liniow¡ wraz z operaj¡ mno»enia · : A× A→ A, która jest
dwulinowa i ª¡czna, tak¡, »e A jest przestrzeni¡ Banacha oraz
norma jest submultiplikatywna, tzn.

‖a · b‖ ¬ ‖a‖ · ‖b‖, a, b ∈ A.

Je±li mno»enie w A posiada element neutralny, to nazywamy go
jedynk¡ algebry i oznaczamy 1. Zakªadamy wtedy, »e ‖1‖ = 1.

Algebra A jest przemienna, je±li mno»enie w A jest przemienne.
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Prz. Algebry operatorów ograniczonych na przestrzeni Banacha X

B(X ) jest algebr¡ Banacha z 1 (nieprzemienn¡ je±li dim(X ) > 1).
Ka»da domkni¦ta podalgebra A ⊆ B(X ) jest algebr¡ Banacha.

Prz. Algebry funkcji ci¡gªych na przestrzeni zwartej M

Przestrze« C (M) z norm¡ ‖a‖∞ = supt∈M |x(t)| jest przemienn¡
algebr¡ Banacha z mno»eniem zde�niowanym punktowo

(a · b)(t) := a(t)b(t), a, b : M → F.

Funkcja to»samo±ciowo równa 1 jest jedynk¡ w C (M).

Prz. Algebra z mno»eniem zerowym

Na dowolnej przestrzeni Banacha X mo»na zde�niowa¢ mno»enie
wzorem x · y := 0 dla x , y ∈ X . Wtedy X jest algebr¡ Banacha.
Jest to algebra przemienna bez jedynki (ekstremalny przykªad).

Od tej pory zakªadamy, »e

rozwa»ane przez nas algebry Banacha maj¡ jedynk¦! 3 / 12



Def. Zbiór elementów odwracalnych w A oznaczamy przez

Inv(A) := {a ∈ A : ∃b∈A ab = ba = 1}.

Je»eli a ∈ Inv(A) i b ∈ A speªniaj¡ ab = ba = 1 to piszemy
b = a−1 i nazywamy go elementem odwrotnym do a.

Uw. Inv(A) tworzy grup¦, której elementem neutralnym jest 1 ∈ A

a, b ∈ Inv(A) =⇒

{
a−1 ∈ Inv(A) oraz (a−1)−1 = a,

ab ∈ Inv(A) oraz (ab)−1 = b−1a−1.

Prz. Je±li A = B(X ), gdzie X to przestrze« Banacha, to

Inv(B(X )) = {T ∈ B(X ) : T : X → X bijekcja}.

Prz. Je±li A = C (M), gdzie M przestrze« zwarta, to

Inv(C (M)) = {a ∈ C (M) : a(t) 6= 0 dla ka»dego t ∈ M}.
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Lemat Neumanna

Niech A b¦dzie algebr¡ Banacha z jedynk¡ 1 ∈ A.

∀a∈A ‖a‖ < 1 =⇒ 1− a ∈ Inv(A) oraz (1− a)−1 =
∞∑
k=0

ak .

Dowód: Niech ‖a‖ < 1 i poªó»my Sn =
∑n

k=0
ak . Dla m > n

‖Sm−Sn‖ = ‖
m∑

k=n+1

ak‖ ¬
m∑

k=n+1

‖ak‖ ¬
∞∑

k=n+1

‖a‖k =
‖a‖n+1

1− ‖a‖
n→∞−→ 0.

Czyli {Sn}∞n=1
Cauchy w A. Zatem szereg

∑∞
k=0

ak = limn→∞ Sn

jest zbie»ny w A. Skoro ‖an‖ ¬ ‖a‖n → 0, to an → 0 i st¡d

(1− a)
∞∑
k=0

ak = lim
n→∞

(1− a)
n∑

k=0

ak = lim
n→∞

n∑
k=0

ak −
n∑

k=0

ak+1

= lim
n→∞

1− an+1 = 1.

Analogicznie
∞∑
k=0

ak(1− a) = 1. St¡d (1− a)−1 =
∞∑
k=0

ak . �
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Wn. {a ∈ A : ‖1− a‖ < 1} ⊆ Inv(A).

Dowód: Je±li ‖1− a‖ < 1, to a = 1− (1− a) ∈ Inv(A). �

Tw. Dla ka»dej algebry Banacha A zbiór Inv(A) jest otwarty w A i
odwzorowanie Inv(A) 3 a 7→ a−1 ∈ Inv(A) jest ró»niczkowalne.

Dowód:

Def. Widmem (spektrum) elementu a ∈ A nazywamy zbiór

σ(a) := {λ ∈ F : a − λ1 /∈ Inv(A)}.

Prz. Widmo elementu algebry funkcji na przestrzeni zwartej M

Je±li A = C (M), to Inv(C (M)) = {a ∈ C (M) : ∀t∈M a(t) 6= 0} i
σ(a) = {λ ∈ F : ∃t∈M (a − λ1)(t) = 0)}

= {λ ∈ F : ∃t∈M a(t) = λ} = a(M).

Zatem widmo funkcji a ∈ C (M) jest obrazem tej funkcji.
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Prz. Widmo operatora dziaªaj¡cego na przestrzeni Banacha X

Skoro Inv(B(X )) = {T ∈ B(X ) : T : X → X bijekcja} to widmo
operatora T ∈ B(X ) wyra»a si¦ wzorem

σ(T ) := {λ ∈ F : T − λ1 odwzorowanie nieodwracalne na X}.

Czyli λ ∈ σ(T ) ⇐⇒ zachodzi który± z warunków:
(a) T − λ1 nie jest injekcj¡ ⇐⇒ ker(T − λ1) 6= {0} ⇐⇒
∃x∈X\{0} Tx = λx ⇐⇒ λ jest warto±ci¡ wªasn¡ dla T .

(b) T − λ1 nie jest surjekcj¡.

Je±li dim(X ) = n <∞, to (a) i (b) s¡ równowa»ne i wtedy

σ(T ) =�zbiór warto±ci wªasnych operatora T �.

Ponadto mamy wtedy izomor�zm algebr B(X ) ∼= Mn(F) oraz
Inv(Mn(F)) = {T ∈ Mn(F) : det(T ) 6= 0}. Zatem dla T ∈ Mn(F)

σ(T ) = {λ ∈ F : det(T − λ1) = 0}.
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Niech F = C.

Tw. Widmo dowolnego elementu a ∈ A algebry Banacha A jest
niepustym zbiorem zwartym oraz σ(a) ⊆ {λ ∈ F : |λ| ¬ ‖a‖}.

Dowód: Dla funkcji Fa : F→ A, gdzie Fa(λ) := a− λ1 mamy

F \ σ(a) = {λ ∈ F : a− λ1 ∈ Inv(A)} = F−1a (Inv(A)).

Funkcja Fa jest ci¡gªa, a zbiór Inv(A) jest otwarty w A. Zatem
F−1a (Inv(A)) jest zbiorem otwartym, a σ(a) jest domkni¦tym w F.

Niech |λ| > ‖a‖ ­ 0. Wtedy ‖λ−1a‖ < 1 i z Lematu Neumanna

a− λ1 = −λ︸︷︷︸
6=0

(1− λ−1a)︸ ︷︷ ︸
∈Inv(A)

∈ Inv(A)

Czyli λ /∈ σ(a). To dowodzi inkluzji σ(a) ⊆ {λ ∈ F : |λ| ¬ ‖a‖}. W
szczególno±ci, widmo σ(a) jest zwarte (domkni¦te i ograniczone).

Zaªó»my nie wprost, »e σ(a) = ∅. Wtedy Ra(λ) = (a− λ1)−1 jest

funkcj¡ zde�niowan¡ na caªej pªaszczy¹nie zespolonej:

Ra : C→ A.
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Ponadto funkcja Ra(λ) = (a− λ1)−1 ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:

1) Ra jest ró»niczkowalna, jako zªo»enie funkcji ró»niczkowalnych

Fa(λ) = a− λ1 ∈ A oraz Inv(A) 3 b 7→ b−1 ∈ Inv(A).
2) Ra zbiega do zera w niesko«czono±ci, bo dla |λ| > ‖a‖ mamy

‖Ra(λ)‖ = ‖(a− λ1)−1‖ = 1

|λ|‖(1− λ
−1a)−1‖ = 1

|λ|‖
∞∑
n=0

(λ−1a)n‖

¬ 1

|λ|

∞∑
n=0

‖λ−1a‖n = 1

|λ| ·
1

1−|λ|−1‖a‖ = 1

|λ|−‖a‖
|λ|→∞−→ 0. Dla

dowolnego funkcjonaªu f ∈ A∗, na mocy 1), 2) funkcja

C 3 λ 7−→ f (Ra(λ)) ∈ C

jest ró»niczkowalna w sensie zespolonym (a wi¦c analityczna) i znika w

niesko«czono±ci. Zatem na mocy Twierdzenia Liouville'a funkcja ta

jest staªa i równa zero. Jako »e funkcjonaªy z A∗ rozdzielaj¡ elementy

A, otrzymujemy, »e Ra(λ) = 0 dla λ ∈ C:

Ra ≡ 0.

Ale zero nie mo»e by¢ elementem odwracalnym. �
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Def. Promieniem spektralnym elementu a ∈ A nazywamy

r(a) = max
λ∈σ(a)

|λ|.

r(
a)

︷ ︸︸
︷

σ(a)
r(a) to najmniejszy promie« koªa
o ±rodku w zerze, w którym
zawarte jest caªe widmo σ(a).

Tw. (Wzór Beurlinga-Gelfanda-Naimarka)

Promie« spektralny elementu a ∈ A wyra»a si¦ wzorem

r(a) = inf
n∈N
‖an‖

1
n = lim

n→∞
‖an‖

1
n .

Dowód: Niech λ ∈ σ(a). Wtedy λn ∈ σ(an) i st¡d |λ|n ¬ ‖an‖ na
mocy Tw. Czyli |λ| ¬ ‖an‖ 1n i st¡d

r(a) ¬ inf
n∈N
‖an‖

1
n ¬ lim inf

n→∞
‖an‖

1
n .
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Zatem wystarczy pokaza¢, »e

lim sup
n→∞

‖an‖
1
n ¬ r(a).

Przypomnijmy, »e C \ σ(a) 3 λ 7−→ Ra(λ) = (a− λ1)−1 ∈ Inv(A) jest

ró»niczkowalna. Zatem kªad¡c ∆ := {λ ∈ C : |λ| > r(a)} dla
dowolnego f ∈ A∗ funkcja

C \∆ 3 λ 7−→ f (Ra(λ)) ∈ C

jest holomor�czna, czyli posiada rozwini¦cie postaci

f (Ra(λ)) =
∞∑
k=1

λnλ
−n, λ ∈ C \∆,

gdzie λn ∈ C, n ∈ N, s¡ pewnymi ustalonymi wspóªczynnikami.

Korzystaj¡c z Lematu Neumanna, je±li |λ| > ‖a‖, to

Ra(λ) = (a− 1λ)−1 = −λ−1
(
1− λ−1a

)−1
= −λ−1

∑∞
n=0

(
λ−1a

)n
=
∑∞

n=1
−an−1λ−n.
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St¡d f (Ra(λ)) =
∑∞

n=1
f (−an−1)λn, czyli

λn = f (−an−1), n ∈ N.

Zatem dla ka»dego |λ| > r(a) szereg

f (Ra(λ)) =
∞∑
k=1

λnλ
−n =

∞∑
n=1

f (−an−1)λ−n =
∞∑
n=1

f (−an−1λ−n)

jest zbie»ny. W szczególno±ci ci¡g {f (an−1λ−n)}∞n=1
jest zbie»ny do

zera. Skoro zachodzi to dla dowolnego funkcjonaªu f ∈ A∗, to ci¡g

{an−1λ−n}∞n=1
jest sªabo zbie»ny do zera, a wi¦c ograniczony na mocy

Twierdzenia Banacha-Steinhausa. Zatem

r(a) < |λ| =⇒ ∃M>0 ∀n∈N ‖anλ−n‖ ¬ M

=⇒ ∀n∈N ‖an‖
1
n ¬ M

1
n |λ| =⇒ lim supn→∞ ‖an‖

1
n ¬ |λ|.

St¡d lim sup
n→∞

‖an‖
1
n ¬ r(a). �
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